
506 

2017, December, vol. 3, No 4 Automation on Transport

Системы и устройства 
автоматики и телемеханики

УДК 621.391; 629.78 

И. Д. Долгий, д-р техн. наук
Кафедра «Автоматика и телемеханика на железнодорожном транспорте»,
Ростовский государственный университет путей сообщения

И. Н. Розенберг, д-р техн. наук,
А. А. Баяндурова
Кафедра «Геодезия, геоинформатика и навигация»,
Российский университет транспорта (МИИТ)

СИНТЕЗ ТЕСНО ИНТЕГРИРОВАННОЙ
ИНЕРЦИАЛЬНО-СПУТНИКОВОЙ НАВИГАЦИОННОЙ

СИСТЕМЫ ЛОКОМОТИВА НА ОСНОВЕ 
АНАЛИТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ЕГО ДВИЖЕНИЯ

Рассматривается возможность использования аналитической модели траектории дви-

жения локомотива при синтезе его тесно интегрированной инерциально-спутниковой навига-

ционной системы. Ввиду того что алгоритмы интеграции бесплатформенных инерциальных 

навигационных систем и спутниковых навигационных систем сформированы в большинстве 

случаев либо на основе дифференциальной модели движения локомотива, либо на основе 

уравнений ошибок инерциальных навигационных систем, информация об изменении траек-

тории локомотива весьма ограниченна в точности, что влечет за собой значительные ошибки 

инерциально-спутниковых систем при их тесной интеграции или быструю расходимость 

процесса фильтрации при пропадании спутниковых сообщений. Поскольку локомотивы дви-

жутся по заранее известным высокоточным пространственным траекториям, предлагается 

использовать пространственные модели пути, которые значительно упростят решение нави-

гационной задачи. Показано, что применение данной модели сокращает размерность оцени-

ваемого вектора навигационных параметров, уменьшая вычислительные затраты, и позволяет 

принципиально решить задачу апостериорной оценки параметров движения автономными 

измерителями при пропадании спутниковых сообщений. Точность, достигнутая при иссле-

довании, указывает на возможность эффективного использования предложенного подхода 

и реализацию заявленных преимуществ.

инерциальные навигационные системы; спутниковые навигационные системы; пространствен-

ные модели пути; тесная интеграция; апостериорная оценка; нелинейная фильтрация 
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Введение

В настоящее время алгоритмы интеграции бесплатформенных инерци-

альных навигационных систем (БИНС) и спутниковых навигационных систем 

(СНС) формируются в основном или на основе дифференциальной модели 

движения локомотива [1], или на основе так называемых уравнений ошибок 

инерциальной системы [2]. Оба случая предполагают априорную информа-

цию об изменении траектории локомотива во времени, что для подавляющего 

большинства локомотивов возможно лишь с весьма ограниченной точностью 

и на небольших интервалах времени. Последнее обстоятельство приводит 

или к значительным ошибкам инерциально-спутниковых систем в режиме 

их тесной интеграции, или к быстрой расходимости процесса фильтрации 

при пропадании спутниковых сообщений [3]. В то же время для навигации 

локомотивов, движущихся по заранее известным с высокой точностью про-

странственным траекториям, возможно использование пространственных 

моделей пути, существенно упрощающих решение навигационной задачи 

и повышающих его точность [4]. При этом необходимо подчеркнуть, что 

данные модели формируются на основе геодезических измерений или соот-

ветствующей картографической информации и инвариантны по отношению 

к характеру движения локомотива и виду его модели.

1 Постановка задачи

Задача настоящего исследования – показать, что использование подоб-

ных пространственных моделей не требует линеаризации навигационных 

уравнений (как при построении уравнений ошибок), повышает точность пози-

ционирования; сокращает размерность оцениваемого вектора навигационных 

параметров, уменьшая вычислительные затраты; расширяет вектор наблю-

дений, позволяя принципиально решить задачу апостериорной оценки пара-

метров движения автономными измерителями при пропадании спутниковых 

сообщений. 

Рассмотрим механизм возникновения этих преимуществ подробнее.

2 Математическая модель тесно интегрированной 
 навигационной системы

При описании движения локомотива будем использовать следующие 

правые системы координат (СК) [2, 5]:
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– приборную СК J Oxyz, начало которой расположено в центре масс ло-

комотива, а оси направлены по взаимно ортогональным осям чувствитель-

ности приборов измерительного комплекса БИНС;

– инерциальную СК I Oηξζ  с началом в центре Земли;

– вращающуюся вместе с Землей гринвичскую СК G 1 1 1Oη ξ ζ ;

– сопровождающую S OXYZ, начало которой совпадает с центром масс 

локомотива, ось Y совпадает с направлением местного меридиана, ось Z на-

правлена к центру Земли, а ось X дополняет систему до правой.

Допустим также, что в измерительный комплекс БИНС входят три ак-

селерометра и три датчика угловой скорости [6]. В качестве модели шумов 

измерений чувствительных элементов примем белый гауссовский шум [7]. 

Такой подход не накладывает принципиальных ограничений на решение по-

ставленной задачи, поскольку путем расширения вектора состояния за счет 

введения формирующих фильтров можно, как известно, получить модель 

помехи чувствительных элементов с заданными статистическими характе-

ристиками.

При сделанном выборе системы координат система уравнений нави-

гационных параметров исследуемой БИНС, инвариантная к характеру дви-

жения локомотива и виду его физической модели, как показано в [5], имеет 

следующий вид:
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где α, β, γ – углы Эйлера, определяющие ориентацию трехгранника приборной 

СК относительно инерциальной СК; 
T

d x y zZ Z Z Z=  – вектор измерений 

трех ортогональных датчиков угловой скорости; 
T

d x y zW W W W= – вектор 

аддитивных помех измерения этих датчиков (белый гауссовский шум с нуле-

вым средним и матрицей интенсивностей dD ); λ – долгота; ϕ – широта; h – 

высота локомотива; , ,X Y ZV V V  – проекции линейной скорости локомотива 

на соответствующие оси сопровождающей СК; r – радиус Земли; Ω  – угловая 

скорость вращения Земли; g – гравитационное ускорение; 
T

a ax ay azZ Z Z Z=  – 

вектор выходных сигналов акселерометров; 
x y z

T

a a a aW W W W= – вектор 

помех акселерометров (белый гауссовский шум с нулевым математическим 

ожиданием и матрицей интенсивностей aD ); ( ) ( ) ( ), , , , , , ,α β γ λ ϕ = α β γ λ ϕTC D B  – 

матрица направляющих косинусов, определяющая ориентацию сопровожда-

ющей СК относительно приборной СК; ( ), ,D α β γ – матрица поворота 2-го 

рода [8], определяющая ориентацию приборной СК относительно инерциаль-

ной СК (2); ( ), ,0B D t= λ + Ω = ψ −ϕ  – матрица 2-го рода, определяющая ори-

ентацию сопровождающей СК относительно инерциальной СК;
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sin sin sin cos cos cos sin cos sin sin -sin cos

sin sin cos cos sin cos cos cos sin cos sin sin .

sin cos sin cos cos

D α β γ

β α γ β γ α γ β α γ β γ
β α γ β γ α γ β α γ β γ

β α α β α

=

+
= − +

−

 (2)

Следует подчеркнуть, что наблюдение (а следовательно, и апостериорная 

оценка на основе существующих методов теории стохастической фильтра-

ции) приведенного полного вектора навигационных параметров возможно 

только с помощью внешних измерителей (в частности, СНС), так как инфор-

мационные модели всех параметров уже использованы в уравнениях вектора 

состояния БИНС. Используя в качестве системы внешних измерений СНС, 

далее рассмотрим только кодовые и доплеровские измерения как дающие 

полное представление о принципах решения задачи построения интегриро-

ванной навигационной системы (НС) на основе пространственных моделей 

пути.

В стандартном (автономном) режиме информационный сигнал кодо-

вых измерений (псевдодальность) может быть записан следующим образом 

[1, 9]:

 ZR = 2 2 2( ) ( ) ( )ξ − ξ + η − η + ζ − ζс с с +W
RZ ,  (3) 
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где ξ
c
,η

c
,ζ

c
 – известные координаты спутника в гринвичской СК; ξ ,η ,ζ – 

текущие координаты локомотива в гринвичской СК; W
RZ  – белый гауссовский 

шум с нулевым средним и известной дисперсией D
RZ (t), обусловленный ал-

горитмически нескомпенсированными ошибками часов спутников и прием-

ника, задержками сигнала при прохождении ионосферы и тропосферы, ошиб-

ками многолучевости и инструментальными погрешностями.

Информационный сигнал доплеровских измерений (псевдоскорости) ZV 
в автономном режиме может быть представлен формулой [1, 9]:

ZV = [ ( )( ) ( ) ( ) ( )( )V V V V V Vξ ξ η η ζ ζξ − ξ − + η − η − + ζ − ζ −с с с с с с ] ×  

 ×  ( 2 2 2( ) ( ) ( )ξ − ξ + η − η + ζ − ζс с с )–1 +
VZW ,  (4) 

где , ,V V Vξ η ζс с с  – проекции вектора скорости спутника на оси гринвичской 

СК; , ,V V Vξ η ζ – проекции вектора скорости локомотива на оси гринвичской 

СК; WZV 
– белый гауссовский шум с нулевым средним и известной дисперси-

ей DZV
(t), обусловленный аппаратурными погрешностями приемника локо-

мотива и передатчика спутника, погрешностями многолучевости и случай-

ными погрешностями измерения.

Для возможности использования измерительных сигналов (3), (4) в ка-

честве наблюдателей вектора состояния НС, описываемого системой (1), вы-

разим входящие в них переменные через навигационные параметры в сопро-

вождающей СК. Для координат локомотива имеем:

 ξ=( )r h+  cosϕ  sinλ, η=( )r h+ sinϕ , ζ =( )r h+ cosϕ  cosλ .  (5) 

При определении проекций скорости учтем, что связь вектора скорости 

в гринвичской СК VG = TV V Vξ η ζ  с вектором скорости VS 
= T

X Y ZV V V  в со-

провождающей СК определяется матрицей В = D ( , ,0−ϕ λ ) = В ( ,ϕ λ) ориен-

тации сопровождающей СК относительно гринвичской СК: VS 
= В ( ,ϕ λ) VG, 

откуда прямо следует возможность представления вектора VG через навига-

ционные параметры локомотива:

 VG = ВТ ( ,ϕ λ) VS .  (6) 

Исходя из (5), (6), сигналы кодовых и доплеровских измерений можно 

представить как информационные модели наблюдателей вектора состояния 

НС (1):
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ZR = 

= 2 2 2(  ( )cos  sin ) ( ( )sin ) ( ( )cos  cos )r h r h r hξ − + ϕ λ + η − + ϕ + ζ − + ϕ λс с с +

+ W
RZ = HR ( , ,ϕ λ h) + W

RZ ;

ZV = [ (1)( ( )cos  sin )( ( , ) ) (T
Sr h V B Vξξ − + ϕ λ − ϕ λ + η −с с с  

(2)

(3)
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( ( )cos  cos )( ( , ) )]

с

с с
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ζ

− + ϕ − ϕ λ +

+ ζ − + ϕ λ − ϕ λ ×

T
S

T
S

r h V B V

r h V B V
 

×( )2 2 2( ( )cos sin ) ( ( )sin ) ( ( )cos cos )r h r h r hξ ϕ λ η ϕ ζ ϕ λс с с− + + − + + − +  –1 +

  + 
VZW = HV ( , ,ϕ λ h,VS) + VZW ,  (7) 

где ( ) ( , )T
iB ϕ λ  – i-я строка матрицы ( , )TB ϕ λ .

Анализируя полученные уравнения спутниковых наблюдателей, можно 

сделать вывод о том, что сигналы измерения (7) содержат информацию обо 

всех навигационных параметрах линейного движения локомотива, но не обес-

печивают наблюдения параметров вращения приборного трехгранника от-

носительно центра масс локомотива (подобная ситуация является типичной 

для существующих алгоритмов фильтрации в сопровождающей НС [10, 11]). 

Другими словами, использование только спутниковых измерений может при-

вести к неустойчивости процесса оценки угловых параметров локомотива. 

Использование пространственных моделей пути принципиально меняет си-

туацию.

3 Анализ и синтез пространственных моделей пути 

Предварительно сделаем два допущения, не касающихся принципа ис-

пользования пространственных моделей пути при интеграции НС [12], но су-

щественно упрощающих построение самих моделей изменения долготы λ 

и высоты h. Будем считать, что на известных заданных N участках простран-

ственной траектории углы ее наклона по отношению к местному меридиану 

(азимутальные углы) известны, постоянны и равны ,iA  а по отношению 

к плоскости местного горизонта (углы возвышения) также известны, посто-

янны и равны , 1, ...,i i Nϑ = . Эти предположения для железных дорог спра-

ведливы с высокой точностью. Для долготы λ аналитическая модель ее из-
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менения при постоянном азимутальном угле пространственной траектории 

А известна – это так называемая локсодромическая модель [1]:

0 0
0

( )
2 4

( ) ln ln ( ) ,
2 4

( )
2 4

A A C

ϕ π+
⎛ ϕ π ⎞

λ ϕ = λ + ⋅ = λ + ⋅ +⎜ ⎟ϕ π ⎝ ⎠+
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−
ϕ π⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
tg = const; λ

0
 – начальное значение долготы участка пути 

с постоянным известным азимутальным углом А; 0ϕ  – начальное значение 

его широты.

Это позволяет представить обобщенную модель для всей траектории 

в виде 

0
1

( ) ln ( )
2 4

N

i i i i
i

A C A A
=

⎡ ⎤⎛ ⎞ϕ π⎛ ⎞λ ϕ = λ + ⋅ + δ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ tg tg , 

где ( )iA Aδ −  – дельта-функция; 0iλ – начальное значение долготы участка 

пути с постоянным известным азимутальным углом iA ; N – число участков 

пути с постоянным известным азимутальным углом.

Для высоты h модель ее изменения при постоянном угле возвышения 

пространственной траектории ϑ  получим исходя из следующих построе-

ний.

Используя приведенные в (1) уравнения широты и высоты:

( ) 1
,YV r hϕ� −= +  Zh V=� , 

а также представления проекций линейной скорости VY , VZ с учетом принятых 

допущений:

2 2 2 sinZ X Y ZV V V V= + + ⋅ ϑ; 2 2 2 cos cosY X Y ZV V V V A= + + ⋅ ϑ ; А, ϑ  = const, 

разделим уравнение высоты на уравнение широты. Получим уравнение:

sin ( )

cos cos

dh r h
d A

ϑ +
=

ϕ ϑ
, 

которое легко интегрируется методом разделения переменных:
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0 0

sec ,
( )

h

h

dh tg A d
r h

ϕ

ϕ

= ϑ ϕ
+∫ ∫  

т. е. 
0

0

( )
ln sec ( ),

( )

r h A
r h

+
= ϑ ϕ − ϕ

+
tg  откуда находим искомую аналитическую 

модель высоты в зависимости от изменения широты локомотива:

0 0( ) exp ( sec ( )) ,h r h A r= + ϑ ϕ − ϕ −tg  

где h – текущее изменение высоты; h
0
, 0ϕ – начальные значения высоты и ши-

роты на участке постоянных углов А и ϑ .

Найденная зависимость позволяет построить на основе кусочно-посто-

янной аппроксимации изменения углов А и ϑ  обобщенную кусоч но-не -

линейную модель высоты на всем протяжении пути аналогично приведенной 

выше модели долготы:

1

( ) (( ) exp( sec ( )) ) ( ) ( )
N

i i i i i i
i

h r h tg A r A A
=

ϕ = + ϑ ϕ − ϕ − δ − δ ϑ − ϑ∑ , 

где ( )iA Aδ − , ( )iδ ϑ − ϑ  – двумерная дельта-функция; hi, iϕ  – начальные значе-

ния высоты и широты участка пути с постоянными известными углами iA , 

iϑ ; N – число участков пути с постоянными углами iA , iϑ .

Последующий синтез навигационных алгоритмов проведем только для 

одного участка траектории с известными углами А и ϑ , имея в виду возмож-

ность элементарного перенесения полученных результатов на все остальные 

ее участки. Перед использованием рассмотренных выше пространственных 

моделей пути отметим предварительно следующий двойной эффект от их при-

менения.

Во-первых, сокращается размерность уравнений состояния НС (1), так 

как отпадает необходимость в уравнениях, описывающих динамику измене-

ния ,λ h, а следовательно, и проекций скорости VХ , VZ .
Проекции скорости VZ, VХ в этом случае определяются через проекцию 

линейной скорости YV : secZ YV V A= ϑtg , XV = YV Atg .

Во-вторых, принципиальным обстоятельством здесь является то, что от-

сутствие необходимости использования уравнений проекций VX , VZ в уравне-

ниях вектора состояния позволяет использовать их, как будет показано ниже, 

для построения автономного наблюдателя этого вектора, обеспечивающего 

апостериорную оценку при пропадании спутниковых измерений. Рассмотрим 

построение навигационного фильтра при использовании данных простран-

ственных моделей пути более подробно.
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4 Синтез навигационных алгоритмов тесно интегрированной 
 инерциально-спутниковой системы

При синтезе навигационных алгоритмов уравнения состояния приоб-

ретают достаточно простой вид:

 ( ), ( );d dZ W
α
β = Φ β γ −
γ

�
�

�
  (8) 

( )

( ) ( )

1

(2)

12 2
(2)

( , , , ) (2 sin ( ) )

( ) sec ( ) cos sin ( , , , ) ,

tg

tg

α β γ ϕ Ω ϕ ϕ ϕ

ϕ ϑ Ω ϕ ϕ ϕ α β γ ϕ

� T
Y a Y Y

T
Y a

V C Z V tgA tg r h V A

V r h A r h C W

−

−

= − + + −

− + + + −
 

где 
(2) ( , , , )TC α β γ ϕ −  2-я строка матрицы ( , , , ( ), )TC α β γ λ ϕ ϕ .

В векторной форме Ланжевена, исходной для построения апостериорных 

оценок, уравнения (8) описываются следующим образом:

 ( ) ( )1, , ,Y F Y t F Y t ξ= +�   (9) 

где 0, (0)
T

YY V Y Y= α β γ ϕ = , 
TT T

d aW Wξ = ; функции 1( , ), ( , )F Y t F Y t  при-

ведены ниже:

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

1

1

(2)

12 2

,

( )
, ;

( , , , ) (2 sin ( ) )

( ) sec cos s ( ) in

tg tg tg

tg

Φ β γ

ϕ

α β γ ϕ Ω ϕ ϕ ϕ

ϕ ϑ Ω ϕ ϕ ϕ

d

Y

T
a Y Y

Y

Z

V r h
F Y t

C Z V A r h V A

V r h A r h

−

−

−

+
=

− + + −

− + + +

 

 
( )

( )

( )

1

(2)

, 0

0 0,

0 , , ,

Φ β γ

α β γ ϕT

F Y t

C

−

=

−

. (10)

При использовании спутниковых измерений (7) в качестве наблюдателя 

вектора Y они также трансформируются соответствующим образом: вместо 
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переменных h, λ записываются их функциональные зависимости от ϕ – h(ϕ),  

λ(ϕ), а вектор VS представляется как 

VS = sec 1sec ,
T T

Y Y Y YV AV V A A A Vϑ = ϑtg tg tg tg  

т. е. в данном случае измерения и функции наблюдения СНС выглядят как

 ZR = HR(ϕ) + W
RZ ,   ZV = HV (ϕ, VY) + VZW .  (11) 

Но главное в приведенной трансформации вектора состояния – это воз-

можность построения автономного наблюдателя навигационных параметров 

на основе выходных сигналов акселерометров. С этой целью представим урав-

нения проекций скорости VХ , VZ (не вошедшие в (8)) следующим образом (учи-

тывая связи проекций линейной скорости XV = YV Atg , secZ YV V A= ϑtg ):

( )( )
( )( )

1

(1)

1

(1)

( , , , ) 2 sin ( )

2 cos ( ) sec ( , , , ) ;

T
Y a Y Y

T
Y Y a

V A C Z V A r h V

V A r h V A C W

α β γ ϕ Ω ϕ ϕ ϕ

Ω ϕ ϕ ϑ α β γ ϕ

−

−

= + + + −

− + + −

tg tg tg

tg tg

�
 

( )( )
( ) ( )

1

(3)

12 2 2
(3)

sec ( , , , ) 2 cos ( )

( ) ( ) cos ( , , , ) .

tg tg tgϑ α β γ ϕ Ω ϕ ϕ

ϕ Ω ϕ ϕ α β γ ϕ

� T
Y a Y Y

T
Y a

V A C Z V A r h V A

V r h r h g C W

−

−

= + + + +

+ + − + − −
 

Выражая в данных уравнениях производную скорости YV�  из ее уравне-

ния, входящего в систему (8), имеем:

[ ( )( )
( ) ( )

] ( )( )
( )( )

1

(2)

12 2

1

(2) (1)

1

(1)

( , , , ) 2 sin ( )

sec ( ) ( ) cos sin

( , , , ) ( , , , ) 2 sin ( )

2 cos ( ) sec ( , , , ) ;

tg tg tg

tg

tg tg tg

tg tg

α β γ ϕ Ω ϕ ϕ ϕ

ϑ ϕ Ω ϕ ϕ ϕ

α β γ ϕ α β γ ϕ Ω ϕ ϕ ϕ

Ω ϕ ϕ ϑ α β γ ϕ

T
a Y Y

Y

T T
a a Y Y

T
Y Y a

C Z V A r h V A

V A r h r h

C W A C Z V A r h V

V A r h V A C W

−

−

−

−

− + + −

− + + + −

− = + + + −

− + + −
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( ) ( ) ]
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1
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12 2
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12 2 2
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sec ( ) ( ) cos sin ( , , , ) sec

( , , , ) 2 cos ( )

( ) ( ) cos ( , , , ) .

tg tg tg

tg tg

tg tg

α β γ ϕ Ω ϕ ϕ ϕ

ϑ ϕ Ω ϕ ϕ ϕ α β γ ϕ ϑ

α β γ ϕ Ω ϕ ϕ

ϕ Ω ϕ ϕ α β γ ϕ

T
a Y Y

T
Y a

T
a Y Y

T
Y a

C Z V A r h V A

V A r h r h C W A

C Z V A r h V A

V r h r h g C W

−

−

−

−

− + + −

− + + + − =

= + + + +

+ + − + − −
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Выразим из полученных уравнений вектор выходных сигналов двух ак-

селерометров, расположенных, например, по осям приборной СК Ох и Оy 

(выбор осей здесь не принципиален):

 

{

( )( )
( ) ( ) ]

( )( )
( )

1

12 11 22 21

12 13 22 23

31 32

1

12 2

1

( ) ( )

( sec ) ( sec )
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tg tg

tg tg
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tg tg tg

tg tg

tg tg
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ϑ ϑ

Ω ϕ ϕ ϕ

ϑ ϕ Ω ϕ ϕ ϕ

Ω ϕ ϕ ϕ

Ω ϕ ϕ

ax
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Y Y

Y

Y Y

Y

Z c A c c A c
Z c A c c A c

c c A Z

V A r h V A

V A r h r h A

V A r h V

V A r h

−

−

−

−

− −
= ×

− −
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+ + + +

+ + − + +

+ + + −

− + +

×

( )
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33 32

1
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V A r h V A
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−

−

−

−
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⎤+ + −⎥ +⎥
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−
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(2) (3)

( , ) ( , ) ,
( , , , ) sec ( , , , )tgα β γ ϕ ϑ α β γ ϕ

a a w aT T
W H Y t H Y t W

C A C
= +

−

  (12) 

где ( , , , )ij ijc c= α β γ ϕ  – ij-й элемент матрицы ( , , , );C α β γ ϕ  ( ) ( , , , )T
iC α β γ ϕ − i-я 

строка  матрицы  ( , , , )TC α β γ ϕ ;  функции  ( , ) , ( , )a wH Y t H Y t   приведены 

ниже;

1

12 11 22 21

12 13 22 23

( ) ( )
( , )

( sec ) ( sec )

tg tg

tg tg

−− −
= ×

ϑ − ϑ −a
c A c c A c

H Y t
c A c c A c
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α
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w
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T
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(3)

.
, , ) sec ( , , , )tgβ γ ϕ ϑ α β γ ϕTA C−

  (13)

Аналогичным образом могут быть построены уравнения автономного 

наблюдения и для других пар акселерометров, в информационном отношении 

эквивалентные (12).

Несмотря на более сложную модель информационного сигнала по срав-

нению со спутниковыми измерениями, дополнительным преимуществом 

данного наблюдателя (помимо автономности) является возможность явного 

наблюдения всех навигационных переменных (в том числе угловых пара-

метров), что принципиально влияет на точность оценки вектора состояния 

БИНС.

Уравнения (9), (12), представленные в классической форме «объект – 

наблюдатель», позволяют дать теоретически строгую апостериорную опти-

мальную оценку навигационного вектора по выбранному вероятностному 

критерию. Поскольку точное решение задачи связано с необходимостью ин-

тегрирования интегродифференциального уравнения в частных производных 

(уравнения Стратоновича) для апостериорной плотности вероятности, то, 

с целью уменьшения вычислительных затрат, используем далее субоптималь-

ную оценку навигационного вектора на основе гауссовской аппроксимации 

апостериорной плотности вероятности (так называемый нелинейный, или 

обобщенный, фильтр Калмана) [13]:
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 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,� ax
a

ay

Z
Y F Y t K Y t H Y t

Z

⎡
⎢= + −⎢
⎢⎣

;  (14)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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A w w a w
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K Y t R F Y t D H Y t H Y t D H Y t
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−
⎧ ⎫⎪ ⎪∂⎪ ⎪⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎪ ⎪∂⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

;

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

ˆ ˆ, ,
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,
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T
T
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R Y t R Y t R Y t F Y t D F Y t

Y Y ξ
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�  

( ) ( ) ( )( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,T T
w a wK Y t H Y t D H Y t K Y t− , 

где ( )0 0Ŷ M Y= ; ( )( )0 0 0 0 0
ˆ ˆ{ }

T
R M Y Y Y Y= − − ; 

0

0

d

a

D
D

Dξ = , 
0

A
a

D
D

= .

Фильтр (14) необходимо использовать при отсутствии спутниковых изме-

рений, обеспечивая непрерывность и устойчивость процесса оценки в целом. 

При наличии же спутниковых сигналов целесообразно их комплексировать 

с сигналами акселерометров. В этом случае уравнения комплексированного 

наблюдателя, учитывающие дискретный характер спутниковых сообщений, 

в векторной форме принимают следующий вид:

Z κ
ИНТ =

ax

ay

R

V

Z
Z

Z
Z

= 

( )
R

V

,

( )

( , )

a

Y

H Y
H
H V

κ

ϕ
ϕ

 + 
( )

2

, 0

0

a
w

R

V

W
H Y

W
E

W

κ
 =

 = ( ) ( )0 ,H Y, H Y κκ + κ ζИНТ ИНТ ИНТ,  (15) 

где Е
2
 – единичная матрица размерности 2; κ – текущий такт поступления 

спутниковых измерений; 
R V

T
a Z ZW W Wκζ =ИНТ  – белый гауссовский шум 

с нулевым средним и матрицей интенсивности D
ИНТ =

0 0

0 0

0 0

R

V

a

Z

Z

D
D

D

.

Подобная задача относится уже к задачам непрерывно-дискретной филь-

трации и просто с помощью фильтра Калмана решена быть не может [13].
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В соответствии с [13] гауссовский алгоритм дискретной оценки непре-

рывного вектора Y для расширенного наблюдателя (15) на κ-м такте измере-

ния имеет вид:

ˆ( 0)KY t + = 0
ˆ
KY + ( 0)KR t +

( ) ( ) ( )( )
10

0 0 0 0

ˆ ,
ˆ ˆ, ,

ˆ

T
K T

K K

H Y
H Y D H Y

Y

κ
κ κ

−∂
×

∂

ИНТ

ИНТ ИНТ

ИНТ

 ( )0
ˆ ,KZ H Yκ κ⎡ ⎤× −⎢ ⎥⎣ ⎦

ИНТ ИНТ ;  (16) 

( 0)KR t + = 0Rκ  – 0Rκ
( )0

ˆ ,

ˆ

T
KH Y

Y

κ∂

∂

ИНТ

×  
( ) ( )0 0

0

ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ

T
K K

k

H Y H Y
R

Y Y

κ κ⎧⎪∂ ∂⎪⎪ +⎨⎪ ∂ ∂⎪⎪⎩

ИНТ ИНТ

+ ( ) ( )} ( )1 0

0 0 0 0 0

ˆ ,
ˆ ˆ, ,

ˆ
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K K K

H Y
H Y D H Y R

Y

κ
κ κ

− ∂

∂

ИНТ

ИНТ ИНТ

ИНТ .

При этом следует подчеркнуть, что непрерывный фильтр (14) использу-

ется только на временных интервалах [tK–1
, tK], k = 1, 2, …, между дискретны-

ми спутниковыми измерениями (в том числе при их пропадании), поэтому 

начальные условия 1
ˆ( )KY t − , R 1( )Kt −  уравнений (14) на интервале [tK–1

, tK] фор-

мируются как результат дискретной оценки 1
ˆ
KY −  = 1

ˆ( 0)KY t − + ,.. = 1( 0)KR t − +  

вектора состояния НС Y в момент времени tK–1
:

1
ˆ( )KY t − = 1

ˆ
KY − = 1

ˆ( 0)KY t − + , R 1( )Kt − = 1KR −  = 1( 0)KR t − + .

В свою очередь, результат интегрирования ˆ( )KY t , R( )Kt  уравнений непре-

рывной оценки (14) в конце временного интервала [tK–1
, tK] является начальным 

условием ˆ( 0)KY t − = 0
ˆ
KY , ( 0)KR t − = 0KR  для выполнения алгоритма дискрет-

ной оценки (16) в момент времени tK:

ˆ( 0)KY t − = 0
ˆ
KY = ˆ( )KY t , ( 0)KR t − = 0KR = R ( )Kt .

Подобная связь начальных и конечных условий алгоритмов дискретной 

и непрерывной оценки является одним из основных условий корректного 

функционирования режима тесной интеграции автономной БИНС и СНС 

[14, 15].

Для иллюстрации возможности эффективного использования предло-

женного алгоритма интеграции было проведено численное моделирование 

уравнений оценки (14), (16).
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5 Пример

Моделирование осуществлялось на временном интервале [0;1000]t ∈ с  

с шагом Δt = 0,01 с методом Рунге – Кутты 4-го порядка. (Следует отметить, 

что размерность фильтра, с учетом симметричности ковариационной матри-

цы, сократилась по сравнению с оценкой полного вектора состояния (1) 

с 54 уравнений до 20.) Модуль скорости локомотива был выбран постоянным 

и равным 20 м/с, угол А = ,
6

π
 угол 

60

π
ϑ = . В качестве модели помех был ис-

пользован аддитивный гауссовский вектор-шум с нулевым математическим 

ожиданием и интенсивностью для акселерометров – (10–5 м/с 2) 2 с, кодовых 

измерений – 15 м 2 
· с, доплеровских измерений – 0,5 м/с 2 

· с. Моделирование 

пропадания спутниковых сигналов осуществлялось на 100-й и 500-й секундах 

на временном интервале 50 секунд. По окончании временного интервала мо-

делирования – на интервале [900; 1000] с – максимальные ошибки компонен-

тов вектора Y составили: по углам ориентации – 58 10−⋅ рад, по проекции ско-

рости 0,02YV −  м/с, по широте – 73 10−⋅ рад.

Заключение

Рассмотренный подход к использованию пространственных моделей 

пути, сформированных на основе геодезических измерений или картографи-

ческой информации, позволяет существенно упростить решение навигаци-

онной задачи позиционирования локомотивов и повышает его точность. Ис-

следование показало, что использование таких моделей не требует линеари-

зации навигационных уравнений (как в случае построения уравнений оши-

бок), повышает точность позиционирования; сокращает размерность оцени-

ваемого вектора навигационных параметров, так как отпадает необходимость 

в уравнениях, описывающих динамику изменения ,λ  h, а следовательно, 

и проекций скорости VХ , VZ; расширяет вектор наблюдений, позволяя прин-

ципиально решить задачу апостериорной оценки параметров движения ав-

тономными измерителями при пропадании спутниковых сообщений.

Для описания движения локомотива были выбраны несколько правых 

систем координат, а также принят в качестве модели шумов белый гауссов-

ский шум.

Наблюдение (а как следствие, и апостериорная оценка на основе суще-

ствующих методов теории стохастической фильтрации) приведенного полно-

го вектора навигационных параметров осуществимо только с помощью внеш-

них измерителей (в частности, СНС), поскольку информационные модели 

всех параметров уже использованы в уравнениях вектора состояния БИНС. 
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С использованием в качестве системы внешних измерений СНС рассмотрены 

только кодовые и доплеровские измерения как дающие полное представление 

о принципах решения задачи построения интегрированной НС на основе про-

странственных моделей пути. Сигналы измерений содержат информацию обо 

всех навигационных параметрах линейного движения локомотива, но не обес-

печивают наблюдения параметров вращения приборного трехгранника отно-

сительно центра масс локомотива (подобная ситуация является типичной для 

существующих алгоритмов фильтрации в СНС), т. е. использование только 

спутниковых измерений может привести к неустойчивости процесса оценки 

угловых параметров локомотива. Использование пространственных моделей 

пути принципиально меняет ситуацию.

Для иллюстрации возможности эффективного использования предло-

женного алгоритма интеграции было проведено численное моделирование 

уравнений оценки.

Полученная точность сопоставима с точностью оценки спутниковыми 

средствами параметров линейного движения (при том, что угловые параме-

тры СНС оценить не позволяет) в дифференциальном режиме при непре-

рывном поступлении спутниковых измерений и свидетельствует о возмож-

ности эффективного практического использования предложенного подхода, 

реализующего все заявленные преимущества.
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The synthesis of the tight coupling inertial-satellite navigation system
locomotive based on the analytical model of it’s movement

The possibility of using the analytical model of a trajectory of movement of the 

locomotive in the synthesis of its tight coupling inertial-satellite navigation system. 

In view of the fact that currently the integration algorithms of strapdown iner-

tial navigation systems and satellite navigation systems are formed in most cases 

either on the basis of the differential model of motion of the locomotive, either on 

the basis of error equations of inertial navigation systems, information about the 

trajectory of the locomotive is very limited in accuracy, which leads to signifi cant 

errors in the inertial-satellite systems in close integration, or the rapid divergence 

of the fi ltering process in case of satellite communications. However, as the loco-

motives are moving on a known high-precision spatial trajectories, it is proposed 

to use a spatial model of the way that will greatly simplify the solution of a navi-

gational task. It is shown that application of this model reduces the dimension of 

the estimated vector of the navigation parameters, reducing the computational cost, 

and allows you to fundamentally solve the problem a posteriori estimates of the 

motion parameters of auxiliary gauges in case of satellite communications. These 

study precision indicates the possibility of effective use of the proposed approach 

and the implementation of the claimed benefi ts.

inertial navigation system; satellite navigation system; the spatial model of the 

track; tight integration; aposteriori estimation; nonlinear fi ltering 
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