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Введение
Динамический расчет мостового сооружения 

требует проверки всех его элементов на динами-
ческие воздействия как со стороны подвижного 
состава, так и  от прочих временных нагрузок, 
включая, например, сейсмические. Для проверки 
несущей способности моста по второй группе 
предельных состояний нормы проектирования 
требуют проверки объекта на колебания. При 
этом становится важным значение динамиче-
ских свойств мостового сооружения, в  частно-
сти частоты свободных колебаний. При расчете 
обычно учитывают динамическое поведение 
пролетных строений, но в  определенных усло-

виях, принимая во внимание взаимосвязанность 
элементов моста (эстакада, путепровод, виадук), 
необходимо определять собственные частоты 
колебаний опор как элементов сооружения, осо-
бенно в  вертикальном направлении. Особенно 
это представляет интерес для опор малой мас-
сивности, что характерно, например, для эстакад, 
виадуков и  путепроводов на фундаментах мел-
кого заложения. 

Приближенно собственную частоту такой 
опоры можно определить, рассмотрев ее как 
стойку с  распределенной массой, опирающу-
юся на жесткое (например, скальное) основание 
(рис. 1) или на упругоподатливое основание.
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Аннотация

Цель: Предложение методики определения собственных частот вертикальных колебаний мостовых 
опор немассивной конструкции, применяемых при строительстве эстакад на высокоскоростных 
железнодорожных магистралях. Методы: В статье рассматривается модель опоры в виде стержня 
с распределенной массой, имеющая в верхней части сосредоточенную массу, моделирующую влия-
ние пролетного строения, опирающегося на опору. Результаты: Приведенные в статье данные дают 
возможность установить, при каких параметрах опоры можно определять собственную частоту ее 
вертикальных колебаний без учета упругости материала опоры и ее основания. Практическая зна-
чимость: Знание параметров опоры, при которых можно не учитывать упругость материала опоры 
и ее основания, позволяет повысить точность определения собственных частот вертикальных коле-
баний опор, что особенно важно при сооружении опор мостовых сооружений в виде эстакады или 
немассивных конструкций, применяемых при строительстве высокоскоростных железнодорожных 
магистралей.
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1. Случай жесткого основания

Рис. 1. Расчетная схема опоры  
как жестко опертого стержня

В этом случае решение задачи можно полу-
чить [1], учитывая, что для нижнего конца стойки 
при при x = l, ul = 0, иначе 0 cos 0.=u kl

Отсюда:

1 3 5; ; .
2 2 2

= π π πkl

Наименьшее значение K:   .
2
π=K
l

Низшая частота опоры как стойки с  защем-
ленным концом может быть определена по фор-
муле [1]:

,
2
πλ = EF
l m

 � (1)

где l — высота стойки;
EF — жесткость стойки при осевом действии 
силы;
m — погонная масса опоры.

Приведенная к верху стойки масса опоры Мпр 
определяется из условия равенства частоты при 
распределенной и точечной массе:

2
2

2
2 ,

4
πλ = =EF EF

l m M lпр

 � (2)

откуда 

2 0, 405 .
0,25

= ≈
π

mlM mlпр  � (3)

При наличии сосредоточенного на верхнем 
конце стойки груза массой Mпс в  этих условиях 
частоты свободных колебаний стойки с распреде-
ленной массой можно найти при решении транс-
цендентного уравнения [1]:

2tan ,= −
λ

kEFkl
Mcl

 � (4)

где .= +M M Mс пр пс

2. Случай упругоподатливого основания 

Рис. 2. Расчетная схема опоры 
как стержня, опертого на податливое 

основание

В работе  [1] приведено решение задачи по 
определению частот свободных колебаний упруго 
опертого стержня с распределенной массой при 
наличии в верхней части груза массой Мпс:

2

tan1
,

tan

−
=

λ+ пс

C kl
EFEF k

C Mk kl
EF

 � (5)

где �C  — коэффициент податливости нижнего 
конца стержня;
EF — жесткой стойки.
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Зная C, определяется kl и, таким образом, весь 
спектр собственных частот стойки.

Представляет интерес определение пределов, 
при которых можно пренебречь влиянием упру-
гости опоры на ее собственные частоты и считать 
тело абсолютно жестким.

Это значительно упрощает решение задачи по 
определению частот свободных колебаний опоры 
(в вертикальном направлении), рассматриваемой 
в  виде стойки на упругоподатливом основании 
с равномерно распределенной массой и имеющей 
сосредоточенную массу в верхнем конце.

Динамическая работа опор немассивной 
конструкции

Сооружение немассивных опор мостовых соо-
ружений в виде многопролетных эстакад требует 
проверки их работы при динамическом воздей-
ствии высокоскоростного подвижного состава.

При следовании по мосту подвижного состава 
мостовая опора испытывает различные динами-
ческие воздействия, вызывающие в  общем слу-
чае ее вертикальные, горизонтальные и  враща-
тельные колебания [1–4]. На характер колебаний 
опор существенно влияют инерционные, упругие 
и диссипативные свойства как самой опоры и про-
летного строения, так и грунта основания опоры.

Далее рассматривается решение задачи о сво-
бодных колебаниях высокой облегченной проме-
жуточной опоры балочного моста неразрезной 
системы на фундаменте мелкого заложения (на 
естественном основании). Такая конструкция 
наиболее оптимальна с  экономической точки 
зрения для многопролетных эстакад на ВСМ. 
Опора моделируется упругим стержнем с равно-
мерно распределенной массой по высоте, сечение 
стойки принято постоянным. Стойка опирается 
на упругое основание с  коэффициентом жест-
кости C1. На верхнем конце стержня закреплена 
сосредоточенная масса M пролетного строения 
(рис. 3).

Рис. 3. Расчетная схема мостовой опоры

Продольные свободные колебания упругого 
стержня при отсутствии затухания определяются 
уравнением [5–9]:

2 2
2

2 2   0,∂ ∂− =
∂ ∂

u ua
x t

 � (6)

где ²  / ;= ρa E
u (x, t) — продольные перемещения сечений 
стержня;
E — модуль упругости материала стержня;
ρ — плотность материала опоры;
t — время.

Граничные условия:

При x= 0: ²    .
²

∂ ∂=
∂ ∂
u uEF M
x t

 � (7)

При x = l: 1  .∂ = −
∂
uEF C u
x

 

Здесь:
l — длина стержня;
F — площадь поперечного сечения стержня;
M — сосредоточенная масса на верху стержня.

В результате решения дифференциального 
уравнения (6) с граничными условиями (7) полу-
чаем собственные функции и частоты из уравне-
ний выражений (8) и  (9) при предельном пере-
ходе [10].

( ) ( )  cos  sin .= ξ −α ξi ii iX Z Z Z  � (8)
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Z

 � (9)

Здесь: 1  æ²  ;   ;     .
 

= α = ξ =C l M x
EF ml l

Графически уравнение (4) показано на рис. 4. 
Искомые частоты свободных колебаний λi 

и корни частотного уравнения Zi связаны зависи-
мостью:

   .λ =i i
aZ
l

 � (10)

После преобразований выражение (5) может 
быть приведено к виду:

 0 .  λ =λi iK  � (11)

Здесь λ0 — частота свободных вертикальных 
колебаний рассматриваемой системы как твер-
дого тела на упругом основании, определяемая 
по формуле:

( )
1

0   .
1

λ =
α +
C

ml
 � (12)

Ki  — коэффициент, характеризующий влия-
ние упругости опоры на собственные частоты. 

Его величина определяется по формуле:

 
1  .

æ²
α +=i iK Z  � (13)

Графики изменения коэффициента Ki, постро-
енные по результатам расчетов по формуле (8) 
в  зависимости от изменения параметров α и  α2, 
представлены на рис. 5. Значения α и α2 охваты-
вают практически все возможные их значения 
в реальных условиях.

Зная параметры     α = M
ml  

и 
1

2æ    = C l
EF

, по
 
фор-

муле (6) и графикам легко определить наиболее 
важную низшую частоту свободных вертикаль-
ных колебаний рассматриваемой системы.

Из рис. 3 видно, что до некоторого предела, 
определяемого параметрами ӕ2 ≤ 0,3 и  α ≤ 4, 
можно пренебрегать влиянием упругости опоры 
на вертикальные колебания системы «опора  — 
грунтовое основание» и считать опору абсолютно 
жесткой. Получаемая при этом ошибка в опреде-
лении основной (первой) частоты вертикальных 
колебаний системы не превышает 10 %.

В других случаях пренебрежение упругостью 
мостовой опоры в практических расчетах может 
дать значительные погрешности.

Рис. 4. Графическое решение уравнения (4) при ӕ2 = 0,5
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Заключение
1.	 Рассмотрена методика определения соб-

ственных частот вертикальных свободных колеба-
ний мостовой опоры на естественном основании.

2.	 Получены значения параметров мостовой 
опоры, при которых можно пренебречь влиянием 
упругости опоры на вертикальные колебания 
системы «опора — грунтовое основание» и счи-
тать ее абсолютно жесткой.
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Рис. 5. Зависимость коэффициента K1 от параметров α и ӕ2  
(заштрихована зона, в пределах которой допускается пренебрежение упругостью)
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Summary

Purpose: The study proposes a methodology for determining the natural frequencies of vertical vibrations 
of non-massive bridge supports used in the construction of high-speed railway viaducts. Methods: The 
article sets out to explore a support model, which is represented by a rod with distributed mass, featuring a 
concentrated mass at the top. This mass simulates the influence of the superstructure resting on the support. 
Results: The presented data enable the identification of the support parameters under which the natural 
frequency of its vertical vibrations can be determined without consideration of the elasticity of the support 
material and its foundation. Practical significance: Understanding the support parameters that enable the 
disregard of the elasticity of the support and foundation material enhances the precision of determining 
the natural frequencies of vertical vibrations. This is of particular importance in the construction of bridge 
supports, such as viaducts, and other non-massive structures used in the construction of high-speed railways.

Keywords: Natural frequencies, non-massive bridge supports, high-speed railways (HSR), dynamics, 
bridges.
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